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Def. Powiemy, ze ciag zbioréw {A,}72; jest

o wstepujacy jesli Ay C Ay C A3 C
o0
i wtedy piszemy A, A, gdzie A:= | A,

o zstepujacy jesli Ay DA D A3 D ...
. [ee) Al A2
S ﬂ An
n=1

i wtedy piszemy A, \, A, gdzie A :

4

Stw. (Ciaglos¢ miary) Kazda miara p jest
© ciagfa z dotu, tzn. dla kazdego ciagu {A,}52; C F

A1§A2§A3§---:>|lm,u( n) = (UA)

@ [ jest ciagta z géry na zbiorach o mierze skonczonej, tzn. dla
kazdego {A,}5°; C F takiego, ze u(A,) < oo mamy

ALD A DA D ... = lim u(An) = u( () An)
=ee n=1

[M(A) = lim_p(An) jesli Ay /A lub A, N\ Aoraz p(As) < oo L



Dowdd: (1) Niech A =521 An, gdzie Ay C Ay C Az C ... zbiory z F.
Ktadac By := A; oraz B, := A, \ Ap—1 dla n > 1, mamy

{Bn}$2y C F parami roztaczne oraz A= || B,

n=1

Zatem

A) o-add ZN(BH) _ ,,'L”;o z wu(Bk) add nILngo wu( |_| By) = nlLﬁ;o 1(An)
n=1 k=1 k=1

(2) Niech A =2 A, gdzie Ay D Ay D A3 D ... zbiory z F, pu(A1) < o0
Ktadac B, := A1 \ Apr1 dla n>1 mamy By C 82 C B3 C ... oraz

U Bo= [ A1\ A, 2228 A\ () An = AL\ A.
n=1 n=1 n=1

Zatem

u(AL\ A) = U B, Y

= |lim
n—oo
n=1

u(Ba) 2 lim (A1) = u(Ani).

Z drugiej strony p(Ar \ A) = oz (A1) — p(A). Stad p(A) = Jim w(Ay).1
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Tw. (0-addytywno$¢ vs skonczona addytywnosc)

Dla skonczenie addytywnej funkeji ¢ : F — [0, 00] na
o-algebrze F nastepujace warunki s3 réwnowazne

Q p jest o-addytywna

skofczona
addytywnos¢

o-addytywnosé= + ciggtosc

@ u jest ciggta z dotu
© . jest o-poddadytywna, tzn. p G A,) < § 1(An)
dla kazdego {A,}, C F. "~ "
Jesli p < 0o, to powyzsze warunki sa réwnowazne nastepujacym
Q u jest ciggta z goéry
O u jest ciagta w (), tzn. A, \\ ) = lim_p(A,) = 0.

Dowdd: Z poprzedniego dowodu (1)=(2) oraz (2)=-(4) jesli
p < oo. Implikacja (4)=(5) jest jasna, bo skonczona addytywnos¢

oraz . # oo implikuja, ze /L( ) =0. v Sy
Reszta i szczegotly i/lub f i/lub \/
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Przyktady miar

Miara Diraca = probabilistyczna miara skupiona w jednym punkcie.
Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X, F) i x € X mamy miare

1, xeA *
5X(A)::{O cd A AcF.

Miara liczaca = moc zbioru. Na (X, 2X) mamy miare

(A) = {|A|7 gdy A jest zbiorem skoriczonym I H I I H ” I

Dyskretna miara probabilistyczna="p, p>,... € [0,1] oraz >_; p; = 1"

Na zbiorze Q = {w1,wp, ...} wzér .
P(A):= > pi |

00, gdy A jest zbiorem nieskonczonym

L]
L]
L]
wi€A !
L]

definiuje miare (prawdopodobiefistwo) P : 2 — [0, 1].

Uw. Jesli {yj}ics miary na (X, F) oraz {a;}ic; C [0, 400, konwencja
wzor (Ziel a,-,u,-) (A) := X cs aipti(A) definiuje miarg na 7| 0- 00 =



Miara Lebesgue’a:,,d%ugoéé, powierzchnia, objeto$¢ n-wymiarowa”

E = [a1, b1) X [a2, b2) X [a3, b3)

[a1, b1) X [a2, b2) |

[a1, b1) i 5
— 0
dtugoéé = by — ag powierzchnia = |by — a1 | - |b2 — a2 objetosé = |by — ay1| - |b2 — az2| - |b3 — az]

Tw. Istnieje doktadnie jedna miara A" na o-ciele B(R") taka, ze o

,,objetos¢ prostopadtoscianu jest iloczynem dtugosci krawedzi go rozpinajacych.”

Vapner  A"([a1, b1) x a2, b2) x -~ x [an, b)) = [] b — a
i=1

a;j<b;

Def. Miare A" z powyzszego twierdzenia nazywamy n-wymiarow3a
miarg Lebesgue’'a, lub n-wymiarowa objetoscig. () := \! to dtugosé)

poétotwarty domkniety



Prz. 1) Kazdy zbiér jednoelementowy na prostej R ma zerowa dtugosé:

A({a}) = \( Fjl[a, a+ 1/n)) 28t lim A([a,a+1/n)) <= lim 1/n=0

2) Kazdy przeliczalny podzbiér R ma zerowa dtugos¢.

(przeliczalna suma zbioréw o mierze zerowe] ma miare zero)

0 1

3) Zbiér Cantora C =72, C, jest nieprzeliczalny, (‘11

ale tez ma zerowa dtugosé: Gf— — - =

GhL - -4 Lo o4
)\(C) n“_)moo )\(Cn) def+add n[m 1/3n =0 ; ; |

Uwaga . _1 TN
Paradoks Banacha-Tarskiego i ) O pokazuje, ze

miary Lebesgue’'a nie da sie okresli¢c na wszyskich podzbiorach R”.

Dlatego ograniczamy sie do o-algebry zbioréw borelowskich (jestesmy zmuszeni)!

ciagtosé

Uwaga
Istnienie i jednoznaczno$¢ miary Lebesgue’a wynika z:

e Twierdzenie o Istnieniu Miary (Caratheodory’ego)

o Twierdzenie o Jednoznacznosci Miary (Dynkina)




