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Def. Powiemy, »e ci¡g zbiorów {An}∞n=1 jest

wst¦puj¡cy je±li A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . A1A1 A2A1 A2 A3A1 A2 A3 · · · A

i wtedy piszemy An ↗ A, gdzie A :=
∞⋃
n=1

An

zst¦puj¡cy je±li A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .
A1A1 A2A1 A2 A3 · · ·A1 A2 A3 · · · A

i wtedy piszemy An ↘ A, gdzie A :=
∞⋂
n=1

An

Stw. (Ci¡gªo±¢ miary) Ka»da miara µ jest

1 ci¡gªa z doªu, tzn. dla ka»dego ci¡gu {An}∞n=1 ⊆ F

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . =⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋃
n=1

An)

2 µ jest ci¡gªa z góry na zbiorach o mierze sko«czonej, tzn. dla

ka»dego {An}∞n=1 ⊆ F takiego, »e µ(An) <∞ mamy

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . =⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ(
∞⋂
n=1

An)

µ(A) = lim
n→∞

µ(An) je±li An ↗ A lub An ↘ A oraz µ(An) <∞
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Dowód: (1) Niech A =
⋃∞

n=1 An, gdzie A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ... zbiory z F .
Kªad¡c B1 := A1 oraz Bn := An \ An−1 dla n > 1, mamy

A1 A2 A3 · · · AB1 A2 A3 · · · AB1 B2 A3 · · · AB1 B2 B3 · · · AB1 B2 B3 · · · AB1 B2 B3 · · · A
{Bn}∞n=1 ⊆ F parami rozª¡czne oraz A =

∞⊔
n=1

Bn

Zatem

µ(A)
σ-add
===

∞∑
n=1

µ(Bn) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Bk)
add
== lim

n→∞
µ(

n⊔
k=1

Bk) = lim
n→∞

µ(An)

(2) Niech A =
⋂∞

n=1 An, gdzie A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ... zbiory z F , µ(A1) <∞.

Kªad¡c Bn := A1 \ An+1 dla n ­ 1 mamy B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ...

A1 A2 A3 · · · AB1 A2 A3 · · · AB2 A3 · · · AB3 · · · AB1 ∪ B2 ∪ B3· · · A

oraz
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

A1 \An
De Morgan
===== A1 \

∞⋂
n=1

An = A1 \A.

Zatem

µ(A1 \ A) = µ(
∞⋃
n=1

Bn)
(1)
= lim

n→∞
µ(Bn)

ró»n
== lim

n→∞
µ(A1)− µ(An+1).

Z drugiej strony µ(A1 \ A)
ró»n
== µ(A1)− µ(A). St¡d µ(A) = lim

n→∞
µ(An).�
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Tw. (σ-addytywno±¢ vs sko«czona addytywno±¢)

Dla sko«czenie addytywnej funkcji µ : F → [0,∞] na
σ-algebrze F nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

1 µ jest σ-addytywna

2 µ jest ci¡gªa z doªu

3 µ jest σ-poddadytywna, tzn. µ(
∞⋃
n=1

An) ¬
∞∑
n=1

µ(An)

dla ka»dego {An}∞n=1 ⊆ F .

Je±li µ <∞, to powy»sze warunki s¡ równowa»ne nast¦puj¡cym
4 µ jest ci¡gªa z góry

5 µ jest ci¡gªa w ∅, tzn. An ↘ ∅ =⇒ lim
n→∞

µ(An) = 0.

Dowód: Z poprzedniego dowodu (1)⇒(2) oraz (2)⇒(4) je±li
µ <∞. Implikacja (4)⇒(5) jest jasna, bo sko«czona addytywno±¢
oraz µ 6=∞ implikuj¡, »e µ(∅) = 0.

Reszta i szczegóªy i/lub i/lub

σ-addytywno±¢= sko«czona
addytywno±¢ + ci¡gªo±¢
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Przykªady miar

Miara Diraca = probabilistyczna miara skupiona w jednym punkcie.

Dla dowolnej przestrzeni mierzalnej (X ,F) i x ∈ X mamy miar¦

δx(A) :=

{
1, x ∈ A

0, x 6∈ A
, A ∈ F .

Miara licz¡ca = moc zbioru. Na (X , 2X ) mamy miar¦

µ(A) :=

{
|A|, gdy A jest zbiorem sko«czonym

∞, gdy A jest zbiorem niesko«czonym

Dyskretna miara probabilistyczna=�p1, p2, ... ∈ [0, 1] oraz
∑

i pi = 1�

Na zbiorze Ω = {ω1, ω2, ...} wzór
P(A) :=

∑
ωi∈A

pi

de�niuje miar¦ (prawdopodobie«stwo) P : 2Ω → [0, 1].

Uw. Je±li {µi}i∈I miary na (X ,F) oraz {αi}i∈I ⊆ [0,+∞], to

wzór
(∑

i∈I αiµi
)

(A) :=
∑

i∈I αiµi (A) de�niuje miar¦ na F
konwencja

0 · ∞ = 0

µ =
∑

x∈X δx

P =
∑

i piδωi
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Miara Lebesgue'a=�dªugo±¢, powierzchnia, obj¦to±¢ n-wymiarowa�

[a1, b1)

dªugo±¢ = b1 − a1

[a1, b1)× [a2, b2)

powierzchnia = |b1 − a1| · |b2 − a2|

= [a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3)

obj¦to±¢ = |b1 − a1| · |b2 − a2| · |b3 − a3|

Tw. Istnieje dokªadnie jedna miara λn na σ-ciele B(Rn) taka, »e

∀ ai ,bi∈R
ai<bi

λn
(

[a1, b1)× [a2, b2)× · · · × [an, bn)
)

=
n∏

i=1

|bi − ai |

�obj¦to±¢ prostopadªo±cianu jest iloczynem dªugo±ci kraw¦dzi go rozpinaj¡cych.�

Lebesgue

Def. Miar¦ λn z powy»szego twierdzenia nazywamy n-wymiarow¡
miar¡ Lebesgue'a, lub n-wymiarow¡ obj¦to±ci¡. (λ := λ1 to dªugo±¢)

Uw. Ci¡gªo±¢ miary pozwala oblicza¢ λn dla ró»nych bryª. Na przykªad

λn( ) =
póªotwarty

) = λn( )
domkni¦ty

) = λn( )
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Prz. 1) Ka»dy zbiór jednoelementowy na prostej R ma zerow¡ dªugo±¢:

λ({a}) = λ(
∞⋂
n=1

[a, a + 1/n))
ci¡gªo±¢
=== lim

n→∞
λ([a, a + 1/n))

def
=== lim

n→∞
1/n = 0

2) Ka»dy przeliczalny podzbiór R ma zerow¡ dªugo±¢.

(przeliczalna suma zbiorów o mierze zerowej ma miar¦ zero)

3) Zbiór Cantora C =
⋂∞

n=0 Cn jest nieprzeliczalny,

ale te» ma zerow¡ dªugo±¢:

λ(C )
ci¡gªo±¢
=== lim

n→∞
λ(Cn)

def+add
=== lim

n→∞
2n · 1/3n = 0

Uwaga

Paradoks Banacha-Tarskiego pokazuje, »e

miary Lebesgue'a nie da si¦ okre±li¢ na wszyskich podzbiorach Rn.

Dlatego ograniczamy si¦ do σ-algebry zbiorów borelowskich (jeste±my zmuszeni)!

Uwaga

Istnienie i jednoznaczno±¢ miary Lebesgue'a wynika z:

Twierdzenie o Istnieniu Miary (Caratheodory'ego)

Twierdzenie o Jednoznaczno±ci Miary (Dynkina)
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